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 درست یا نادرست بودن عبارات زیر را مشخص کنید.  1

 همواره گنگ است.   +3  گنگ باشد،   یک عدد گویا و      اگر   ( ف ال 

 گر یک گراف تهی، مینیمال است. مجموعۀ احاطه   ( ب 

n  گاه عددی صحیح باشد، آن   nاگر    ج(  n−33 . 

6  دو مربع لاتین متعامد   (د   وجود دارد.   6

1 

 در جاهای خالی عبارت ریاضی مناسب قرار دهید. 2

 . عضو دارد .................. کامل،گر مینیمم یک گراف  مجموعه احاطه ( الف

 یال است.   ..................دارای  6منتظم مرتبه   -3گراف   ( ب

 شود. ها حتماً زوج میتا عدد طبیعی باید داشته باشیم تا مطمئن باشیم، جمع دو تا از آن ..................حداقل  ( ج

5/1 

) :داریم  yو  xثابت کنید برای هر دو عدد حقیقی و مثبت  3 )(x y)
x y
+ + 

1 1 4 1 

m  علیه مشترکترین مقسومعدد صحیح باشد، بزرگ mدر صورتی که  4 +7 m و 6 +6  5/1 آورید. دست بهرا  5

a  مانده تقسیم عددن صورت، باقیی، در ا باشد 3برابر  4بر  aمانده تقسیم عدد اگر باقی 5 +2  5/1 آورید.  دستبهرا  8بر  3

x  های عمومی معادلۀ سیالهجواب 6 y+ =2 5  5/1 آورید.  دستبهرا  29

 75/0 آورید.  دست بهشود، مرتبه این گراف را منتظم، گراف کامل درست می -6یال به گراف  30با اضافه کردن  7

 را در نظر بگیرید: مقابلشکل   Gگراف  8

 را مشخص کنید.  (G)  و (G)(الف

 بنویسید. bبا شروع از رأس  3مسیر به طول   یک (ب

GN(ج (f  را با اعضاء مشخص کنید.  (

75/0 

 گراف مقابل را در نظر بگیرید. 9

 عضوی بنویسید.  4گر  یک مجموعه احاطه (الف

 گر مینیمال بنویسید. یک مجموعه احاطه (ب

 گری این گراف را بیابید.عدد احاطه (ج

5/1 

10 
n  گری آن گرافی رسم کنید که عدد احاطه (الف 

  + 1
 نباشد. 

n  گری آن گرافی رسم کنید که عدد احاطه (ب 
  + 1

 باشد. 
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  ادامۀ سؤالات در صفحۀ بعد  
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 . نباشدگر مینیمال مشخص کنید که مینیمم یک مجموعۀ احاطهدر گراف مقابل،  11

 

 

 

 

5/0 

 مجموعه دارد؟ −  گراف شکل مقابل چند 12
 

 

 

75/0 

 که: طوریتوانند کنار هم در یک ردیف قرار گیرند بهآموز رشتۀ ریاضی به چند طریق میدانش 5و تجربی  ۀآموز رشت دانش 6 13

 میان قرار بگیرند.آموزان به صورت یک در دانشالف( 

 ریاضی همواره کنار هم باشند. ۀآموزان رشتب( دانش

1 

xمعادله  14 x x x x x+ + + + + =1 2 3 4 5 6 x  که، چند جواب صحیح و نامنفی دارد، به شرط آن17 =5 x  و 2 1  25/1 باشند؟ 2

ای پژو متفاوت، جهت تعمیر کار کنند، برنامه  3سمند و    3روز مختلف روی    3مکانیک خودرو، در    3قرار است در یک تعمیرگاه   15

 برای این تعمیرگاه بنویسید که تداخلی در تعمیر خودروها و روزها ایجاد نشود. 

5/1 

 5/1 حداقل یک بار ظاهر شده باشند. 9و  2رقام اها هرکدام از مطلوب است تعداد اعداد سه رقمی که در هر یک از آن 16

نفر وجود دارند که دو حرف اول و دوم    3ئن باشیم دست کم  حداقل چند نفر در یک سالن همایش حضور داشته باشند تا مطم  17

 تکراری است؟ غیر حروف و یکسان ها خانوادگی آننام

1 

 20 موفق باشید.  
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وارد کنید.  برگه خط و مرتب در اینصورت دقیق، خوشهای خود را بهپاسخ

 ....... ..... ..( .....................د ....... ............................( ج ....... .......ب( ..................... ....... ....... ( .....................الف 1
1 

 ....... .......( .....................ج ....... .......ب( ..................... ....... ....... ( .....................الف 2
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2  
 

7  
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 الف( 8

 

 ب(

 

 ج(

 

75 /0  

 الف(  9

 

 ب( 

 

 ج( 
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 ب( 
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12  
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51   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5 /1  



 

 دقیقه  120مدت امتحان:  1403خردادماه تاریخ امتحان:  ساعت شروع:  گسسته ریاضیات  :درس ساز نهاییآزمون شبیه

 صفحه   4تعداد صفحات:  دورۀ متوسطه  زدهمدواپایۀ  ریاضی فیزیکرشته:  نام و نام خانوادگی: 

                                                                                                     گروه آموزشی ماز                                                                                                 نهایی امتحان  ساز شبیه  آزمون

 نمره  برگ پاسخ ردیف
    

4  
 

61   

 

 

 

 

 

 

5 /1  

71   

 

 

 

1 

 20 .موفق باشید 

 



 

 

ریاضی  دوازدهم   

بینی امتحان نهایی پیش   

 
1403خردادماه   

 

گسسته ریاضیات   
   – محدثه شیخعلی  

 جواد نظری  
   –   علیرضا  کاظمی بقا  

 ی نظر میمر 

 

 



 

 مصحح شو:   

ای و دقیق تبدیل  رو به یه مصحح حرفه  شماخواد  می  ،جا میاد و اسمش روشه: »مصحح شو«ال اینؤپاسخ دقیق س

  ه . اگنتر عمل کنیهای بعدی دقیقآزمون  یبه چی باشه تا تو  ونباید حواست  وناتهموقع ارزیابی جواب  نکنه که بدونی

 گفتیم.   ونجا بهتاین ،مه های مختلف بیان کرد، اون ال رو بشه به شکلسؤجواب یه 

 

 تر:  بررسی دقیق

ترِ جواب،  این بخش با بررسی دقیق  ی، تونچطوری باید به جواب برسی  نال کافی نباشه تا ببینیؤپاسخ کوتاه یه س  هاگ

 ال رو براتون توضیح دادیم.  ؤس

 

 نقشۀ نهایی:  
امتحان نهایی   هایال ؤهای رایج ستیپ   نباید بدونی   شماو داره؛  ر   امتحان نهایی قوانین و قواعد خاص خودش

امتحان    هایتا فوت و فن   شماای ماست به  . این کادر، مشاورۀ حرفه نچیه و باید چطوری بهش جواب بدی 
 . ن نهایی رو یاد بگیری

 

 شو:  ۲۰ 
هاش دقیقاً فاصلۀ  نامهشو« و درس   ۲۰بندی کردیم؛ »مرور یا جمع   ونال رو براتؤشو«، مبحث هر س  ۲۰»   یتو

 کنه.  پر می  ونرو برات ۲۰بین نمرۀ خوب و نمرۀ 
 

 نکتۀ طلایی:
 آوردیم.  وناین کادر برات ینکتۀ مهم و مفیدی بود، تو هاگ هم نامۀ مفصل داره، بازشو«، که کلی درس  ۲۰با وجود »
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 : مصحح شو  1

 (0/ 25نادرست ) (د ( 0/ 25درست ) ( ج   (0/ 25درست ) (ب (0/ 25درست ) (الف

 اثبات به روش برهان خلف:  

های  ها و استدلالکنیم که حکم نادرست باشد و سپس با استفاده از قوانین منطق گزارهغیرمستقیم است که در آن فرض می  باتبرهان خلف نوعی اث
شود که فرض نادرست بودن حکم،  رسیم و در نهایت معلوم میای متضاد با فرض مسئله میدرست و مبتنی بر فرض، به یک نتیجه غیرممکن و یا نتیجه

 گردد.حکم ثابت می باطل است و درستی
 گنگ است.  −گویا باشد، ثابت کنید +دو عدد گنگ باشند، ولی واگر مثال:

 گویا باشد. −کنیم فرض خلف: فرض می

) دانیم جمع دو عدد گویا، عددی گویا است، پس: می ) ( )+ + −    2 

)عددی گنگ است که با نتیجه فوق دانیم که از طرفی، طبق فرض مسئله می )شود. در تناقض است، لذا فرض خلف باطل و حکم اثبات می 
 

1 

 : مصحح شو  2

  (ب ( 0/ 5) یک  (الف


=
3 6

9
2

 (0/ 5) 3 ( ج   ( 0/ 5) 

5/1 

 : مصحح شو  3

( / )

y x y x
( )(x y)
x y x y x y
+ +   + + +   + 

25

1 1
4 1 1 4 2

0

 

xyهمواره برقرار است 

x,y
( / )

( / )

y x
x y xy (x y) ( / )

xy

+
 ⎯⎯⎯→ + −   −  

2 2
2 2 2

25
25

2 2 0 0 25
>

0

0

0

0
 

 اثبات به روش بازگشتی:  

رسیم. در استفاده از این روش، برای ساده  کنیم و با فرض درستی حکم، به یک رابطه بدیهی یا فرض مسئله میدر این روش، از حکم مسئله شروع می
 کنیم. های دوشرطی استفاده میکردن حکم مسئله از گزاره

Aگزاره دو شرطی توجه:  B  های گزاره، زمانی درست است کهA وBارزش باشند. هم 

aبه روش بازگشتی، ثابت کنید اگر  مثال: گاه ، آنa
a

+ 
1

 است.  2

aهمواره برقرار است.  a a a a (a )
a

+   +   − +   −  →2 2 21
2 1 2 2 1 1 

 ها است. تر یا مساوی نصف مجموع مربعات آنضرب هر دو عدد حقیقی، کوچک حاصلبه روش بازگشتی، ثابت کنید   مثال:

همواره درست 
x y

xy xy x y x y xy (x y)
+

   +  + −   −  →
2 2

2 2 2 2 22 2
2

 

xثابت کنید: xو yوzبرای هر سه عدد حقیقی مثال:   y z xy yz xz+ +  + +2 2 2 

x y z xy yz xz x y z xy yz xz

(x y xy) (y z yz) (x z xz)

+ +  + +  + +  + +

 + − + + − + + − 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2
 

x)همواره درست  y) (y z) (x z) − + − + −  →2 2 2 

1 



 

2 
 

 تر نیست. ها کمثابت کنید میانگین حسابی دو عدد نامنفی از میانگین هندسی آن مثال:

برابر است با:  نامنفی باشند، حکم مسئلهbوaاگر دو عدد 
a b

ab
+


2

 

a b
ab a b ab a b ab ( a b)

+
  +   + −   − 22 2

2
 

 گزاره فوق همیشه درست است. 
 

 : مصحح شو  4

)کنیم که فرض می  m , m ) d+ + =7 6 6  باشد، لذا داریم:  5

d m ( / ) d m ( / )

d m ( / ) d m ( / )

 +  + 
 

+ +  

7 6 25 42 36 25

6 5 25 42 35 25

0 0

0 0

 

d ( m ) ( m ) d ( / ) + − + 42 36 42 35 1 250 

dدر نتیجه  (0/ 25است. ) 1=

 پذیری: بخش 

bوجود داشته باشد به طوری که:qپذیر گوییم هرگاه عدد صحیحی مانند بخشaمخالف صفررا بر عدد صحیح و bعدد صحیح  aq= 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 های رابطه عاد کردن: ویژگی 

n

b

n mn n n m

a b

a b a b

a b

a b a mb a b a b ;(n ) a b b c a c

a b a c a b c a b a c a mb nc

a b a b a b b a a b

a b a b a b c d ac bd a b a b





 −


•  −

− −

•  •   •  

•    ⎯⎯→   

• ⎯⎯⎯→  ⎯⎯→   = 

•  •   • ⎯⎯⎯→

 

kباشد به طوری که درkاگر عددی مانند مثال:  +5 4 k، ثابت کنید: 1 k+ +225 16 28 6 

k k k
k k

k k

+



+ ⎯⎯⎯→ + +
⎯⎯⎯⎯→ + +

+ ⎯⎯→ +

2
2

5

5 4 1 25 16 8 1
25 16 28 6

5 4 1 25 20 5
 

 نکته: 
 شود. می نامیده اول عدد باشد نداشته خودش و یک  جز  به مثبتی شمارنده هیچ که یک  از تر بزرگ و  طبیعی  عدد هر  ـ

 p , , , , ,...= 2 3 5 7  اول  اعداد :مجموعه11

aعددی طبیعی بوده و aعددی اول و pاگر ـ p:داریم ،a aیا1= p= 

5/1 

 تعمیم 

 نتیجه 

 2به توان 

 یعنی 

 است. ، شمارنده عددعدد

 شمارد.را می، عددعدد

 پذیر است.بخش بر

 است. مضرب 

 است.علیه، مقسوم



 

3 
 

aاگر   مثال: | k +9 aو   7 | k +7 aباشد ثابت کنید   aو   6 aیا  1= = 5. 

aa | k a | k
a |

a | k a | k a

−



=+ ⎯⎯⎯⎯⎯→ +


⎯⎯⎯⎯⎯→ → 
+ ⎯⎯⎯⎯⎯→ + =

7

9

19 7 63 49
5

7 6 63 54 5

SwHn ýoö

SwHn SµwSwHn ýoö

IÄ 

 علیه مشترک )ب.م.م(:ترین مقسومبزرگ  

(a,b)نویسیم هر دو با هم صفر نیستند( و میbوaنامیم ) میbوaرا ب.م.م دو عدد صحیح dعدد طبیعی   (1 d=  :هرگاه دو شرط زیر برقرار باشند ، 

d a ,d b

m ;m a ,m b m d

•

•   0
 

aاگر (2 b:داریم ،(a,b) a= 

pو aعددی اول باشد و pاگر (3 a| داریم ،(p,a) =1 

pهر دو اول باشند و qوpاگر (4 q :باشد، داریم(p,q) =1 
 هر دو عدد صحیح و متوالی نسبت به هم اول هستند، ببینید:   (5

d m
(m,m ) d d d

d m

−


+ =  ⎯⎯⎯⎯→  =
+

1 1 1
1

 

 دو عدد صحیح و فرد متوالی نسبت به هم اول هستند، ببیند:   (6

d = یا2
d n

( n , n ) d d d
d n

−
 −

− + =  ⎯⎯⎯⎯→  =
+

2 1
2 1 2 1 2 1

2 1
 

nاز طرفی، چون  +2 n)یا1 −2 nتواند یک عدد فرد را بشمارد ( عددی فرد است و یک عدد زوج نمی1 +2 2 d، بنابراین |1 =  غیرقابل قبول است. 2

)عددی صحیح است، حاصل mمثال:  m, m )32  را بیابید.6

m m ( m, m ) m =3 32 6 2 6 2 

)عددی طبیعی باشد، حاصلaاگرمثال:  a , a )+ +5 4 2  دست آورید. را به3

( a , a ) d+ + =5 4 2 3 

d = )یا7 )
d a d a

d d

d a d a



−



+ ⎯⎯⎯→ +
⎯⎯⎯→  =

+ ⎯⎯⎯→ +

2

5

5 4 10 8
7 1

2 3 10 15
 

 : ترین مضرب مشترک )ک.م.م(کوچک 

نویسیم می ونامیم  میbوaرا ک.م.م دو عدد صحیح و ناصفرcعدد طبیعی ( 1 a,b c=  :هر گاه دو شرط زیر برقرار باشند ، 

a c,b c

m ;a m,b m c m

•

•   0
 

aاگر( 2 b:داریم a,b b= 

m)دست آورید.حاصل موارد زیر را به مثال: ) 

([m ,m],m )• 2 5 

mچون m2 :داریم ، 

[m ,m] m m= =2 2 2 

m)حال باید حاصل ,m )2 mدانیم که دست بیاوریم. میرا به5 m2  ، پس:  5

(m ,m ) m m= =2 5 2 2 

[m ,(m ,m )]• 7 2 3 

 سمت راست 

 سمت راست 

 سمت راست

 سمت راست

 سمت راست
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mچون m2  :  ، در نتیجه3

(m ,m ) m m= =2 3 2 2 

m]حال باید حاصل ,m ]7 mدانیم که را بیابیم. می2 m2  ، پس: 7

[m ,m ] m=7 2 7
 

 : مصحح شو  5

aاست، پس:  3، برابر 4بر   aمانده تقسیم عدد که باقی  دانیممی q ( / )= +4 3 250 

aمانده تقسیم عدد از طرفی، دنبال باقی +2  گردیم، به عبارتی: می 8بر 3

a q a q a q ( / )

a q a (q ) a q ( / )

 +
= + ⎯⎯→ = + ⎯⎯→ + = +

+ = + +  + = + +  + = +

2 34 3 2 8 6 2 3 8 9 5

2 3 8 8 1 2 3 8 1 1 2 3 8 1 5

0

0

 

aمانده تقسیم عدددر نتیجه باقی +2  (0/ 25است. ) 1برابر  8بر 3

 قضیۀ تقسیم:  

 شوند به طوری که:  یافت میrو qعددی طبیعی باشد در این صورت، اعدادی صحیح و منحصر به فرد مانند bعددی صحیح و aاگر

a bq r ; r b= +  0 

 پذیر است. بخشnمانده تقسیم نیز همواره برپذیر باشند، ثابت کنید باقیبخشnعلیه، هر دو بر عدد صحیح مقسوماگر در تقسیم، مقسوم و  مثال: 

a bq r ; r b a bq r= +    − =0 

 علیه است، لذا طبق اطلاعات سوال:مقسومb، مقسوم و aدانیم که می

( )

q
r

n a n a
n a bq n r

n bqn b

−



  
 ⎯⎯⎯→ −  

 ⎯⎯⎯→ 

1
| 

)مانده تقسیم عدد باشد، در این صورت، باقی3و 5به ترتیب17برnوmمانده تقسیم اعداد اگر باقیمثال:  m n)−2  را محاسبه کنید. 17بر5

k

k

m q m ( q)

n q n ( q )

m n ( q q ) m n k

m n k m n ( k ) k r







= + ⎯⎯→ = +

 = + ⎯⎯→ = +

− = − −  − = − + −

 − = − +  − = − + = +  =

2

5

17 5 2 17 2 10

17 3 5 17 5 15

2 5 17 2 5 5 2 5 17 5 17 17

2 5 17 17 12 2 5 17 1 12 17 12 12

  

5/1 

 : مصحح شو  6

x y (*)+ =2 5 29 

( , ) ( / )2 5 29 129 0  شرط وجود جواب  25

( / ) ( / )

( / )

x x x k ; k

( k ) y k y y k ; k

     = + 

+ + =  + + =  = − + 

5 5 5

25 5

5

2 29 4 2 5 2

2 5 2 5 29 10 4 5 29 2 5

0
0

0

 

 نهشتی:بررسی هم 
m، اگر bو    aو هر دو عدد صحیح مانند   mبرای هر عدد طبیعی مانند  | a b− ،  گوییم » میa   ۀ  به پیمانm  با  b  نویسیم  نهشت است« و میهم

m

a b   :که این تعریف به زبان ریاضی عبارت است از 
m

a,b , a b m | a b , (m )    −  

5/1 

 سمت راست 
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 m  ۀبه پیمان   rنهشتی باشد را کلاس یا دسته هممی  r  برابر با  mها بر عدد طبیعیتقسیم آن  ۀمانداعداد صحیحی که باقی  ۀهم   ۀمجموعتوجه:  

 دهیم.نمایش می m[r]گوییم و با نماد  می

 m[r] x | x mk r=  = + 

 نهشتی: های رابطه هم ویژگی
m m

m m

m m
n n

m

m
m

m
m

m m m

m m

m m m
(c,m) d            (c,m)

m n
n|m

m

d

a b a c b c

a b ac bc

a b a b ; (n )

ac bd

a b
a c b d

c d
a c b d

a b , b c a c

a b a mt b mk

ac bc a b ac bc a b

a b a b

= =

•  →   

•  → 

•  →  




 
 

• → +  + 
 

 
−  −




•   → 

•  →   

•  ⎯⎯⎯⎯→  ⎯⎯⎯⎯→  ⎯⎯⎯⎯→ 

•  ⎯⎯⎯→ 

•

1

m n d
(m,n) d

a b , b c a c
=

  ⎯⎯⎯⎯→ 

 

باشد در این صورت داریم،   rبرابر   mبر   aمانده تقسیم  اگر باقی توجه: 
m

a r  :به عبارت دیگر 
m

a mq r a r= +   

مانده باشند، داریم: باقی، هم mدر تقسیم بر عدد طبیعی bو   aهرگاه دو عدد  توجه: 
m

a b 

kمانده تقسیم عدد  باقی  مثال: ( )= +727  بیابید:    ۱۳را بر   19

( ) ( ) (A)

( ) (B)

=  + →  ⎯⎯⎯⎯→  =

=  + → 

13 13
7 7

7

13

27 13 2 1 27 1 27 1 1

19 13 1 6 19 6

¸Ã oŠ

·H¼U¾M 

 کنیم: را جمع می Bو   Aطرفین روابط  

k

( ) k r+  + →  → =
13 13

727 19 6 1 7 7 

Aمانده تقسیم عدد  باقیمثال:   ( )=  +251000 9  بیابید:   ۷را بر  11

( ) ( ) ( )

( ) ( ) r
 +

=  + →  − → − ⎯⎯⎯⎯→  − = −

⎯⎯⎯→  − ⎯⎯⎯→  +  → =

7 7 7 7
25 25

25

7 7
25 25

9 11

1000 142 7 6 1000 6 1 1000 1 1000 1 1

1000 9 9 1000 9 11 2 2

¸Ã oŠ

·H¼U¾M

¸Ã oŠ ¸Ã oŠ

 

nعدد   نکته: n n nA a a a a a a a− − −= 1 2 3 2 1  را در نظر بگیرید:  0
 بسط داد:    زیر توان به صورت این عدد را می( ۱

n
nA a a a a= + + + +2

0 1 210 10 10 

 نتیجه 



 

6 
 

 برابر است. ۹یا  ۳مانده تقسیم مجموع ارقام آن عدد بر ا باقیب ۹یا   ۳مانده تقسیم این عدد بر  باقی( ۲

n nA a a a a a− + + + + + 
9 9

1 2 1 0 

مانده  کنیم و باقی، از سمت راست عدد، ارقام را به صورت یک در میان با هم جمع و تفریق می۱۱مانده تقسیم این عدد بر  برای به دست آوردن باقی  (۳
 آوریم.به دست می ۱۱عدد به دست آمده را بر 

n
nA a a a a ( ) a − + − + + − 

11 11

0 1 2 3 1 

 ، برابر است. ۵یا  ۲یا  ۱۰مانده تقسیم رقم سمت راست آن عدد بر با باقی ۵یا  ۲یا   ۱۰مانده تقسیم این عدد بر  باقی (۴

A a

A a

A a

 

 

 

10 10
0

2 2
0

5 5
0

 

Aمانده تقسیم عدد  باقی  مثال:  بیابید:   ۹را بر عدد  13700405=

r + + + + + + +   → =
9 9 9

13700405 1 3 7 0 0 4 0 5 20 2 2 
 را بیابید:  ۱۱مانده تقسیم عدد فوق بر باقی

r − + − + − + −  → =
11 11

13700405 5 0 4 0 0 7 3 1 4 4 
 را بیابید: ۲مانده تقسیم عدد فوق بر باقی

r +  → =
2 2

13700405 13700400 5 1 1
nI¹¨ nHqM

 

!مانده تقسیم عدد  باقیمثال:   ! ! !+ + + +1 2 3  به دست آورید.    ۱۰را بر   500

! , ! , !

!

!

!

!

  = 

= 

= 

= 



10 10 10

10

10

10

10

1 1 2 2 3 6 6

4 24 4

5 120 0

6 720 0

500 0

 

 شود بنابراین:به بعد رقم یکان اعداد برابر صفر می 5!بینید از  طور که میهمان

! ! ! ! r+ + + +  + + + + +   → =
10 10 10

1 2 3 500 1 2 6 4 0 13 3 3 

 را به دست بیاوریم. ۱۰مانده تقسیم آن عدد بر اگر در سؤالی درباره رقم یکان یک عدد پرسیدند کافی است که باقیتوجه: 

)رقم یکان عدد   مثال: )+112  را به دست آورید. 7

 +
= →  ⎯⎯⎯→  ⎯⎯⎯→ +  

10 10 10 10
10 10 11 11

2 7
2 1024 2 4 2 8 2 7 15 5¸Ã oö ¸Ã oö 

 معادله سیاله:  

axبه معادله   by c ; (a,b,c )+ = یعنی  گوییم هرگاه جوابمعادله سیاله درجه اول )خطی( می( های این معادلهx    وy .در اعداد صحیح باشند ) 

axشرط لازم و کافی برای اینکه معادله سیاله توجه:  by c+ (a,b)جواب داشته باشد این است که: = c 

xآیا معادله سیالهمثال:  y+ =4 6  جواب صحیح دارد؟ دلیل بیاورید. 9

,خیر، زیرا  ( , ) =2 9 4 6 2| 
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 نهشتی: حل معادله سیاله با تبدیل آن به معادله هم 

 کنیم. نهشتی میابتدا معادله سیاله را به یکی از دو صورت زیر تبدیل به معادله هم ـ

b

a

ax c
ax by c

by c


 

+ =  




 

 آوریم.  نهشتی موردنظر را حل کرده و جواب به دست آمده را در معادله سیاله قرار داده و با حل آن جواب دیگر را به دست میسپس معادله هم ـ
xمعادله سیاله   مثال: y+ =5 2  های عمومی آن را بیابید.  را حل کنید و جواب18

( , )
x y y y y k

=
+ =   ⎯⎯⎯⎯→   → = +

5 5 52 5 15 2 18 2 18 9 4 5 4 
yحال k= +5  دهیم: قرار می yرا در معادله سیاله به جای 4

x ( k ) x k x k

x ( k ) x k

+ + =  + + =  = − +

 = − +  = − +

5 2 5 4 18 5 10 8 18 5 10 10

5 5 2 2 2 2
 

 کیلویی وزن کرد؟5و3هایکیلویی را با وزنه23توان یک کیسه به چند طریق میمثال:  

x

y

=


=
 

,x)اعدادی صحیح و نامنفی هستند.   yو   xدهند بنابراین ها را نشان میتعداد وزنه yو  xفقط دقت کنید که چون  y ) 
xهای صحیح و نامنفی معادله سیاله لذا باید تعداد جواب y+ =3 5  را پیدا کنیم.  23

( , )
x y x x ( ) x x x k

=
+ =      +   ⎯⎯⎯⎯→   = +

5 5 5 53 5 13 5 23 3 23 3 5 4 3 3 3 1 5 1 

xحال k= +5  دهیم:  را در معادله سیاله قرار می1
( k ) y k y y k y k+ + =  + + =  = − +  = − +3 5 1 5 23 15 3 5 23 5 15 20 3 4 

 باید صحیح و نامنفی باشند، پس:   xو  yدانیم که می

(k )

x k k
k

k
y k k




  +    − = 

⎯⎯⎯⎯→ 
=   − +   



1
0 5 1 0 05

4 1
0 3 4 0

3

 

 بنابراین دو روش برای انجام این کار وجود دارد. 

کیلویی( 5وزنه4کیلویی و 3)یک وزنه 
x

k
y

=
=  

=

1
0

4
 

کیلویی( 5کیلویی و یک وزنه 3وزنه 6)
x

k
y

=
=  

=

6
1

1
 

 : مصحح شو  7

p
p ( / )= =

6
3 25

2
 منتظم 6های گراف تعداد یال  0

p ( / )p(p )
p ( / ) p p p p p

p

=− 
= +  − = +  − − =  

= −

2 2 12 251
3 30 25 6 60 7 60 0

2 5

0

 های گراف کامل: تعداد یال  0

 !!! هر آنچه باید در مورد گراف بدانید 
 : 1نکته  

 گوییم. می دارگراف جهتهای آن تعیین جهت شده باشد به گرافی که برای یال 

 های گراف تعداد رأسG  مرتبه گرافرا  G گوییم و آن را با میP(G)  یاV(G) دهیم.نشان می 

 های گراف تعداد یالG  اندازه گرافرا  G  گوییم و آن را با میq(G)  یاE(G) دهیم. نشان می 

 هایی که به رأس  به تعداد یالv  در گرافG   درجۀ رأسمتصل هستند  v   گوییم و آن را باdeg(v)   یاd(v) دهیم.  نشان می 
   گوییم.  می رأس زوج و اگر درجه یک رأس زوج باشد آن را  رأس فرداگر درجه یک رأس فرد باشد آن را 
  ،)گوییم.  )یا رأس ایزوله( می رأس تنها به رأسی که درجه آن صفر باشد )هیچ یالی به آن متصل نباشد 
   )گوییم.  می  تهی  گرافگرافی را که تمام رئوس آن رأس تنها باشند )هیچ یالی نداشته باشد 
  های آن با هم مساوی و برابر عدد  گرافی که درجه تمام رأسK  ،گراف  باشدK−گوییم.  می منتظم 

75/0 

 مرتبه این گراف 

 کیلوییهایتعداد وزنه

 کیلوییهایوزنهتعداد 

 اشتراک
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 گراف فرد ـ منتظم از مرتبه فرد وجود ندارد.  توجه:
  شود. گفته می  طوقهبه یالی که یک رأس را به خود آن رأس وصل کند 

 
   دو رأسu   وv  گوییم که توسط یالی به هم وصل شده باشند.  می همسایه یا مجاوردو رأس را 
  هایی از گراف به مجموعه رأسG    که به رأسv   ،همسایگی باز رأس  متصل هستندv  گوییم و آن را با  میGN (v)  دهیم. حال اگر خود  نشان می

GNگفته و آن را با   vهمسایگی بسته رأس آید که به آن ای به دست میرا نیز به این مجموعه اضافه کنیم مجموعه vرأس   [v] دهیم.  نشان می 
  ها به آن متصل باشند. سی وجود داشته باشد که هر دوی آنگوییم هرگاه رأ  مجاوردو یال را 
 ترین عدد در بین درجات رئوس گراف بزرگG  نامیم و آن را با  می ماکزیمم درجه گرافرا(G) دهیم.  نشان می 

   ترین عدد در بین درجات رئوس گراف کوچکG  نامیم و آن را با  می  مینیمم درجه گرافرا(G) دهیم.  نشان می 
    از گراف    زیرگرافیکG  ای از مجموعه رئوس گراف  گرافی است که مجموعه رئوس آن زیرمجموعهG  ای از های آن زیرمجموعهو مجموعه یال

 باشد.  Gهای گراف مجموعه یال

 

 
 

 
 

است  ای از رئوس دو به دو متمایز در دنباله ، در به  باشند یک مسیر از  دو رأس از گراف  و  اگر 
 مجاور هم باشند. طوری که هر دو رأس متوالی این دنباله در شود بهختم می شروع و به  که از 

 

 ر آن مسیرهای موجود دهای موجود در آن مسیر = یکی کمتر از تعداد رأسطول یک مسیر = تعداد یال

 به خودش است. ، یک مسیر با طول صفر از رأس دنباله متشکل از تنها یک رأسِ 
 مسیر

 : یندهیم. ببنمایش می رأسی تشکیل شده باشد با  گرافی را که تنها از یک مسیر 

 

 گوییم.دیگر مجاور باشد، گراف کامل میبه گرافی که هر رأس آن با تمام رئوس 

 

 منتظم است.رأسی و  یک گراف  توان گفت که دهیم و مینمایش می رأسی را با  گراف کامل 

 رأسی برابر است با:  های یک گراف کامل تعداد یال

 گراف کامل

 .مکمل یک گراف کامل، یک گراف تهی است و بالعکس

 دهیم. نشان می یا  آن را با 

 مجموعه رئوس مکمل گراف  همان مجموعه رئوس گراف  است.

یالی وجود نداشته باشد در این صورت بین همان دو رأس در گراف مکمل، یک  اگر بین دو رأس دلخواه از گراف 
  مکمل گراف  .یال وجود دارد )و بالعکس(

 یک رأس از آن باشد داریم:    و  یک گراف از مرتبه  اگر 

 باشد، داریم:    و اندازه  یک گراف از مرتبه  اگر 

 .دار نداردیال جهت  گراف ساده گرافی است که

 .طوقه ندارد

 .یک یال وجود داشته باشد حداکثربین هر دو رأس آن 
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   گرافG نامیم.  نامیم هرگاه بین هر دو رأس آن حداقل یک مسیر وجود داشته باشد در غیر این صورت آن را ناهمبند میرا همبند می 

و   qو اندازه  pیک گراف با مرتبه   Gاگر    :۲نکته  pV v , v ,..., v= 1 2
 گاه:  مجموعه رئوس آن باشند، آن 

p

i
i

deg v q

=

=
1

2 

 های فرد هر گراف، عددی زوج است. تعداد رأس :۳نکته  
 گاه:باشد، آن qو اندازه   pیک گراف ساده با مرتبه   Gاگر  :  ۴نکته 

p(p )
q

−
 

1
0

2
 

pk ، داریم:qو اندازه   pمنتظم از مرتبه  −kدر یک گراف : ۵نکته  q= 2 

های  با مجموعه رأس Gگراف    مثال: V a,b,c,d,e,f ,g= های  و مجموعه یال E ab,bc,cd,ed,ae,cf ,ef=  :را در نظر بگیرید 
 نمودار گراف را رسم کنید: الف(  

 
 را مشخص کنید:   Gمرتبه و اندازه گراف  ب(

p(G)

q(G)

=


=

7

7
 

 مجموع درجات رئوس این گراف برابر چند است؟  پ(

i
i

deg v q ( )

=

= = =
6

1
2 2 7 14 

 cو   eمجاورند؟   fبا رأس  Gهای گراف  کدام رأست(  
 را مشخص کنید.   (G)و   (G)ث(  

(G)

(G)

 =

 =

3

0
 

baبنویسید.  dبه   bاز   ۵یک مسیر به طول ج(  ef cd 

fمشخص کنید.   ۴یک دور به طول  چ( cd ef 
 را رسم کنید.   Gمکمل گراف    (ح
 ترین درجه مربوط به رأس  بزرگg  است. ۶و برابر 

 
GN  خ( [b] .را مشخص کنید  GN [b] a,b,c= 

 مسیری وجود ندارد.  aبه   gهمبند است؟ خیر ـ چرا؟ چون مثلًا از   Gآیا گراف   د(
 با ذکر دلیل مشخص کنید که گراف مکمل چند یال دارد؟  ذ(

q(G)p(p ) ( )
q(G) q(G) q(G) q(G)

=−
+ = ⎯⎯⎯⎯→ + = → = − =

71 7 6
7 21 7 14

2 2
 

 دور 

دو متمایز که در آن هر رأس با رأس بعدی مجاور است را یک دور ، از رئوس دوبهدنباله 
 نامیم.می به طول 

 :یندهیم. ببنمایش می رأسی تشکیل شده باشد را با  گرافی که تنها از یک دور 
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 رأسی چند یال دارد؟  ۸یک گراف کامل  مثال:

p(p ) ( )
q(k )

−
= = =8

1 8 7
28

2 2
 

 را مشخص کنید.  Gاست. مرتبه گراف    ۱۲برابر با  Gدر گراف  vاست و درجه رأس   ۹برابر   v، درجه رأس  Gدر گراف  مثال:  

G

G

G G

deg (v)

deg (v)

deg (v) deg (v) p p p

=


=

+ = − → + = − → =

9

12

1 9 12 1 22

 

 های این گراف را به دست آورید.  یال است. تعداد رأس ۱۰دارای  pkگراف کامل    مثال:

q
p

pp(p ) p(p )
q(k ) p(p ) p

= − −
= ⎯⎯⎯→ = → − = ⎯⎯⎯→ =

10 01 1
10 1 20 5

2 2
 

 های گراف است. مرتبه گراف را به دست آورید. برابر تعداد رأس ۲واحد کمتر از   ۳ـ منتظم است و اندازه آن G ،۳گراف    مثال:

q p= −2 3 

k
pk q p q q p

=
= ⎯⎯⎯→ = → =

3 3
2 3 2

2
 : از طرفی  

p
p p p→ = − → = → =

3
2 3 3 6

2 2
 

 ـ منتظم رسم کنید به طوری که: kرأسیِ غیرتهیِ   ۵یک گراف  مثال:

 بیشترین مقدار ممکن را داشته باشد. k  الف(

 
 کمترین مقدار ممکن را داشته باشد.  k  ب(

 
 ـ منتظم از مرتبه فرد وجود ندارد.  توجه کنید که گراف فرد

 

 : مصحح شو  8

)ف( ال / ) (G) , (G) =  =25 0 30 

b  (ب c d e یاb d e cیاb c e dیاb d c e (0/ 25 هر کدام نوشته شد ) 

( ج GN (f ) g= (25 /0) 

75/0 

 : مصحح شو  9

الف(   e,h,f ,g (5 /0) 

ب(   a,c (25 /0 ) 

ج(  

( / ) ( / )

n
(G) (G) (G)

   
     =       + +   

25 25

8
2 2

1 4 1
0 0

 

از طرفی مجموعه b,d گر برای این گراف است، پس یک مجموعه احاطه(G) =  (0/ 25است. )2

5/1 
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 ها:گری گرافبررسی احاطه 
 

باشد و یا حداقل با یکی از رئوس    Dنامیم هرگاه هر رأس از گراف یا در  می  گرمجموعه احاطهرا    Gاز مجموعه رئوس گراف    Dزیرمجموعه  :  ۱نکته  
D .مجاور باشد 

نامیم  گراف می  آن  گر مینیمممجموعه احاطهای را که کمترین تعداد عضو را داشته باشد،  گر یک گراف، مجموعههای احاطهدر بین تمام مجموعه:  ۲نکته  
 دهیم. نمایش می (G)نامیم و آن را با  می Gگراف    گریعدد احاطهای را و تعداد اعضای چنین مجموعه

 گوییم.مجموعه می−، یک Gگر مینیمم از گراف  گاهی اوقات برای راحتی به یک مجموعه احاطهتوجه: 
 نامیم.می گر مینیمالاحاطهگر نباشد، هایش دیگر احاطهگر را که با حذف هر یک از رأسیک مجموعه احاطه: ۳نکته  
 باشد در این صورت: رأسی با ماکزیمم درجه  nیک گراف  Gاگر    :۴نکته 

n
(G)

 
    + 1

 

 ، داریم:  nPو   nCهای  در گرافتوجه: 

n
(G)

 
 =   + 1

 

 گر مینیمال نیز هست ولی عکس آن لزوماً درست نیست. گر مینیمم یک مجموعه احاطههر مجموعه احاطه: ۵نکته 
 است.  ۱گری برابر  در گراف کامل، عدد احاطه : ۶نکته 
 های زیر را به دست آورید. گری گرافعدد احاطه مثال:

n
(G) (G) (G)

   
  →   →      + +   

10
2

1 4 1 
                 

از طرفی مجموعه   D e, j= گر مینیمم است بنابراین یک مجموعه احاطه(G)  (G)  است لذا: 2 = 2 

n
(G) (G) (G)

   
  →   →      + +   

12
2

1 5 1 

                  
توان گراف فوق را احاطه کرد از طرفی مجموعه با دو رأس نمی D f,g,i= گر مینیمم برای گراف است پسیک مجموعه احاطه : (G) = 3 

n
(G) (G) (G)

   
  →   →      + +   

8
2

1 3 1 

                              
رفی مجموعه است از ط ۲گری برابر بنابراین حداقل عدد احاطه D e,c= گر مینیمم برای گراف است پس  یک مجموعه احاطه(G)  است در   2

(G)نتیجه   = 2. 

(G) (G)
 

  →   + 

8
2

3 1 

                                  
های گراف را احاطه کرد از طرفی مجموعه  توان تمام رأساما با دو رأس نمی D e,c,a= گر مینیمم است پسیک مجموعه احاطه:  (G) = 3 

 طوری که: رسم کنید به ۲گری رأسی با عدد احاطه ۶گرافی   مثال:
 داشته باشد.    ۲گر یکتا با اندازه مجموعه احاطه  الف(

گر  گراف مقابل تنها یک مجموعه احاطه a,b .را دارد 
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 داشته باشد.  ۲گر با اندازه بیش از یک مجموعه احاطه ب(

دارد که عبارتند از:   ۲گر با اندازه گراف مقابل سه مجموعه احاطه e,b  ، f ,c   و a,d 

 
 در گراف مقابل:  مثال:
 عضو مشخص کنید:  ۴گر با یک مجموعه احاطه الف(

مانند:   D c,f ,h,g= 

 مجموعه مشخص کنید: −یک  ب( 

مانند:   D h,c,e= 

 عضوی مشخص کنید:  ۴گر مینیمال  عضوی و یک مجموعه احاطه ۳گر مینیمال یک مجموعه احاطه پ(

:  مانند D c,f ,g= 

مانند:   D g,c,i,e= 

 گیرد. میهای دیگری با ویژگی مشابه بنویسید به شما نمره تعلق در این مثال اگر مجموعه
 گر مینیمال مشخص کنید که مینیمم نباشد. در گراف شکل زیر یک مجموعه احاطه  مثال:

 
مانند:   D a,e,c,h= 

 گیرد.های دیگر با ویژگی مشابه، نمره تعلق میبرای مجموعه
 رسم کنید: مجموعه آن با اندازه یک باشد، −رأسی که   ۶یک گراف   مثال:

 
 

 : مصحح شو  10

زیر  در گراف (الف
n 

  + 1
برابر 

= 
 

8
2

4
 . (0/ 25)  رأس لازم است 3است، اما برای احاطه این گراف، حداقل  

 

 نمره( 0/ 5)رسم گراف 

 

 

در این گراف  (ب
n 

  + 1
برابر 

= 
 

5
2

4
و با دو رأس   است a,c (0/ 25)است  2گری این گراف شود. بنابراین عدد احاطه گراف احاطه می . 

 

 نمره( 0/ 5)رسم گراف 
 

 
 

5/1 

 : مصحح شو  11

(5 /0) D b,m,g,h, j,f=  

5/0 

a b

g c
d

h
e f

a b

c

de
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 : مصحح شو  12

را شامل    gو   eو یکی از دو رأس  dو  bگر مینیمم( آن باید یکی از دو رأس  مجموعه )مجموعه احاطه−است و هر   2گری گراف داده شده برابر عدد احاطه 

شود، در نتیجه، این گراف =2 2  ( 0/ 75) گر مینیمم دارد.مجموعه احاطه4

75/0 

 مصحح شو:   13

!الف(  !5 6 (5 /0) 

!ب(   !5 7 (5 /0 ) 

1 

 : مصحح شو  14

x x x x x x ; x , x

x x y x ( / )

(x ) x x x x ( / )

y x x x x ( / )

+ + + + + =  =

    = − 

− + + + + + = −

+ + + + =

1 2 3 4 5 6 1 5

1 1 1 1

1 2 3 4 6

1 2 3 4 6

17 2 2

2 3 3 0 25

3 2 17 3 25

12 25

0

0

0

 

n k
( / )

k

+ − + −     
= =          − −     

1 12 5 1 16
5

1 5 1 4
 های صحیح نامنفی : تعداد جواب  0

 باهم مرور کنیم... رو  های مهمنکتهیسری  

kxمعادله   صحیح و نامنفیهای تعداد جواب: 1نکته   x x n+ + + =1 2
برابر است با:   

n k

k

+ − 
 

− 

1

1
 

kxمعادله  های طبیعی(  صحیح و مثبت )تعداد جوابهای  تعداد جواب :2نکته  x x n+ + + =1 2
  برابر است با: 

n

k

− 
 

− 

1

1
 

xهای صحیح و نامنفی معادله  تعداد جواب مثال: x x x+ + + =1 2 3 4  را بیابید.  9

+ −     
= = = =   

−     

9 4 1 12 12 11 10
220

4 1 3 3 2 1
های صحیح و نامنفی  تعداد جواب

n

k

=


=

9

4
 

xهای صحیح و مثبت معادله  تعداد جواب مثال: x x+ + =1 2 3  را بیابید. 7

n

k

− −      
= = = = =     

− −      

1 7 1 6 6 5
15

1 3 1 2 2 1
های صحیح و مثبت  تعداد جواب

n

k

=


=

7

3
 

 بودند چکار کنیم؟ اگر متغیرهای معادله دارای شرط  نکته:
kxهای صحیح و نامنفی معادله  برای پیدا کردن تعداد جواب x x n+ + + =1 x، با شرط  2 a1

xو     b2    وx c3    و ... وkx m  ،
 کنیم.صورت زیر عمل میبه

ixصورت  سمت چپ منتقل کرده و هر شرط را به ابتدا اعداد موجود در سمت راست هریک از شروط را به( 1 − 0 کنیم.تبدیل می 

)سپس عبارت   (2 )ix  کنیم. را تنها می ixجا  برابر قرار داده و از آن iyرا با متغیر   −

 کنیم. دست آمده را در معادله اصلی جایگذاری کرده و معادله را حل میبه ixدر نهایت    (3

ixصورت  اگر شرط مسئله به توجه:  a  تساوی تبدیل کنیم ببینید: باشد قبل از انجام مراحل بالا ابتدا باید شرط موردنظر را به حالت 

( )i ix a x a ⎯⎯→  +1 

xمعادله    مثال: x x x x+ + + + =1 2 3 4 5 xکه  چند جواب صحیح و نامنفی دارد به شرط آن 14 1 xو   1 3  باشند؟   3

 x x y x x y  ; y   ⎯⎯→ −   = −  = + 01 1 1 1 1 1 11 1 0 1 1 
 

x x x y x x y  ; y   ⎯⎯⎯⎯⎯⎯→  ⎯⎯→ −   = −  = +  3 3 3 3 3 3 3 33 4 4 0 4 4 0Á»IvU ¾M ®ÄkLU 
 

 

25/1 
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 کنیم:دست آمده را در معادله اصلی جایگذاری میبه x3و   x1حال 

( ) ( )
n

y x y x x y x y x x
k

=
+ + + + + + =  + + + + =  

=
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

9
1 4 14 9

5
 

n k

k

+ − + −        
= = = = =     

− −        

1 9 5 1 13 13 12 11 10
715

1 5 1 4 4 3 2 1
 های صحیح و نامنفی تعداد جواب

xهای صحیح و نامنفی معادله  تعداد جواب مثال: x x x x+ + + + =1 2 3 4 5 iبا شرط   10 2 ixو   5 0   .را محاسبه کنید 

iشرط   2 ixو   5 0که  ، یعنی اینx 2 0  ،x 3 0  ،x 4 xو   0 5  است پس:   0

i i i i i i ix x x y x x y , i ⎯⎯⎯⎯⎯⎯→   −   = −  = +  0 1 1 0 1 1 2 5Á»IvU ¾M ®ÄkLU 
 

 

( ) ( ) ( ) ( )x y y y y+ + + + + + + + =1 2 3 4 51 1 1 1 10 

+ −   
= = =   

−   

6 5 1 10
210

5 1 4
nجواب   

k
x y y y y

=

=
+ + + + = ⎯⎯⎯→

6
1 2 3 4 5 5

6 

که توان داشته باشند و ... باید با مقداردهی مناسب به  که زیر رادیکال باشند، یا ایناگر متغیرهای معادله دارای ضریب غیر از یک باشند، یا این  نکته:
 کنیم.دست آمده را باهم جمع میهای بههای مختلف حل کرده و در نهایت جوابمعادله حذف کنیم. سپس معادله موردنظر را در حالتها را از  ها، آنآن

 خروجی متغیر عدد صحیحی باشد.  

 ای باشد که مقداردهی به متغیرها باید به گونهتوجه: 
 طرف دوم معادله منفی نشود.  

عبارتند از:   ixوجود داشته باشد، مقادیر مناسب برای   ixای متغیر  مثلًا اگر در معادله , , , ,01 4 9 

xهای صحیح و نامنفی معادله  تعداد جواب مثال: x x x+ + + =1 2 3 43  را بیابید:  7

 ، آن را از بازی حذف کنیم:x2دانیم که باید با مقداردهی مناسب به متغیر  می

+ −   
= = =   

−   

7 3 1 9
36

3 1 2
nها  تعداد جواب

k
x x x x

=

=
=  + + = ⎯⎯⎯→

7
2 1 3 4 3

0 7 

+ −   
= = =   

−   

4 3 1 6
15

3 1 2
nها  تعداد جواب

k
x x x x

=

=
=  + + = ⎯⎯⎯→

4
2 1 3 4 3

1 4 

+ −   
= = =   

−   

1 3 1 3
3

3 1 2
nها  تعداد جواب

k
x x x x

=

=
=  + + = ⎯⎯⎯→

1
2 1 3 4 3

2 1 

xاگه  =2  جا کافیه!شه پس تا همینبدیم طرف دوم نامعادله منفی می 3

= + + =36 15 3  ها تعداد کل جواب54

xهای صحیح و نامنفی معادله  تعداد جواب مثال: x x x+ + + =1 2 3 4  را بیابید:  3

+ −   
= = =   

−   

3 3 1 5
10

3 1 2
nها  تعداد جواب 

k
x x x x

=

=
=  + + = ⎯⎯⎯→

3
2 1 3 4 3

0 3 

+ −   
= = =   

−   

2 3 1 4
6

3 1 2
nها  تعداد جواب 

k
x x x x

=

=
=  + + = ⎯⎯⎯→

2
2 1 3 4 3

1 2 

+ −   
= = =   

−   

1 3 1 3
3

3 1 2
nها  تعداد جواب 

k
x x x x

=

=
=  + + = ⎯⎯⎯→

1
2 1 3 4 3

4 1 

+ −   
= = =   

−   

0 3 1 2
1

3 1 2
nها  تعداد جواب 

k
x x x x

=

=
=  + + = ⎯⎯⎯→

0
2 1 3 4 3

9 0 

= + + + =10 6 3 1  ها تعداد کل جواب20
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 مصحح شو:   15

M M M

R

R

R

1 2 3

1

2

3

1 2 3

2 3 1

3 1 2

 

 (0/ 5کنند. )( روی سه سمند کار می R( در سه روز )Mسه مکانیک ) 

M M M

R

R

R

1 2 3

1

2

3

1 2 3

3 1 2

2 3 1

 

 ( 0/ 5کنند. )سه مکانیک در سه روز روی سه پژو کار می 

M M M

R

R

R

1 2 3

1

2

3

11 22 33

23 31 12

32 13 21

 

 ( 0/ 5کنند. )سه مکانیک در سه روز روی سه سمند و سه پژو به صورت مربع لاتین بالا کار می
 

 : مربع لاتین 
nیک جدول مربعی  n  و  2،  1های آن با اعداد   را که سطرها و ستون ... ،n    پر شده باشند و در هیچ سطر آن و نیز در هیچ ستون آن عدد تکراری

 گوییم.(میدرایه نامیم. )به هریک از اعداد درون مربع لاتین یک می مربع لاتین وجود نداشته باشد، 
 دو ستون( از یک مربع لاتین، شکل حاصل باز هم یک مربع لاتین است.  جای دو سطر )یا با تعویض ـ
n، مربع لاتین  nبرای هر عدد طبیعی مانند   ـ n  .وجود دارد 
2عدد، مربع لاتین   2به تعداد   ـ  وجود دارد. 2

           
3عدد، مربع لاتین   12به تعداد   توجه:   وجود دارد.   3
 صورت زیر است. مربع لاتین چرخشی به  تذکر:

 

   

  

 
های نظیر از این دو مربع، مربع جدیدی از همان مرتبه حاصل  طوری که از کنار هم قرار دادن درایه مرتبه باشند به دو مربع لاتین هم   Bو    Aفرض کنید  نکته:  

)و یا   Bبه مربع    های سمت راست مربوط و تمام رقم  Aهای سمت چپ مربوط به مربع  شود که هر خانه آن حاوی یک عدد دورقمی است که تمام رقم 
 های مربع جدید تکرار نشده باشند. یک از اعداد دورقمی موجود، در خانه هرگاه هیچ   متعامدند   Bو    Aصورت گوییم دو مربع لاتین برعکس( است. در این 

5/1 

 هستند. ، ...، 3، 2، 1صورت سطر اول )از چپ به راست( به

 هستند. ، ...، 3، 2، 1صورت ستون آخر )از پایین به بالا( به

 های قطر اصلی درایه

  در مربع لاتین چرخشی

n n

nn

n n

n

n n

n

−

− −

−

−

−

1

1

1

1

1

2 2

1 3

3 4 5

3

1

2

2

2

1

4

2 3

 


⎯⎯⎯⎯⎯⎯→

4 4
­IX¶

  ̧ ÃUI²  ÍMo¶

 

4 3 2 1 

3 2 1 4 

2 1 4 3 

1 4 3 2 

 

2 1 
1 2 

 

1 2 
2 1 
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 در هر مورد متعامد بودن دو مربع لاتین داده شده را بررسی کنید.   مثال:

الف(

  

ب( 

   

   
 »متعامد نیستند«  »متعامدند«  

 چرا که عدد دو رقمی تکراری وجود دارد. چرا که عدد دو رقمی تکراری نداریم. 

1→را در نظر بگیرید. با اعمال جایگشت   Aمربع لاتین مثال:  3  ،→2 2 ،→3 4→و   4   دست آورده و متعامد بودن دو را به  B، مربع لاتین 1

 را بررسی کنید.   Bو   Aمربع لاتین  

 
 متعامد نیستند چرا که عدد دورقمی تکراری در مربع بالا وجود دارد. Bو   Aپس دو مربع  

ای  ها به گونهبخواهند در سه روز اول هفته از این لباسسایز در خانه سه کت و سه پیراهن داشته باشند و  سن و سال و هماگر سه برادر تقریباً هم  مثال:
یک بار    در یک روز   ها را دقیقاً یک بار استفاده کرده باشد و هر کت با هر پیراهن نیز دقیقاً ها و هریک از پیراهناستفاده کنند که هر فرد هریک از کت

 ؟ توانند این کار را انجام دهند استفاده قرار بگیرد، چگونه می مورد

 

   و    

  

 

 »پیراهن«  »کت«  

 : مصحح شو  16

 تا. 10هستند، یعنی  9توانیم استفاده کنیم از صفر تا نباشند، ارقامی که می 9فاقد  و 2ای هستند که فاقد رقمی  3حالت مطلوب، اعداد 

A ( / ) =   =8 9 9 648 A  2اعداد سه رقمی فاقد 250 : 

B ( / ) =   =8 9 9 648 B  9 اعداد سه رقمی فاقد 250 : 

A B ( / ) =   =7 8 8 448 A  9و  2اعداد سه رقمی فاقد 250 B: 

)تا هستند:  900ها حالا چون کل سه رقمی  ) 9 10  پس طبق اصل شمول و عدم شمول خواهیم داشت: 10

( )
( / )

A B S A B A B ( ) ( / )= − + − = − + − =

5

900 648 648 448 52 25

0

0 

5/1 

  شنبه یکشنبه دوشنبه

3 2 1 A 
2 1 3 B 
1 3 2 C 

 

  شنبه یکشنبه دوشنبه

3 1 2  
2 3 1  
1 2 3  

 

  شنبه یکشنبه دوشنبه

33 21 12  
22 13 31  
11 32 23  

 

 

2 1 4 3 

3 4 1 2 

4 3 2 1 

1 2 3 4 

 

 

2 3 1 4 

4 1 3 2 

1 4 2 3 

3 2 4 1 

 22 13 41 34 

34 41 13 22 

41 34 22 13 

13 22 34 41 

 

 اعمال

 هاجایگشت

32 21 13 

21 13 32 

13 32 21 

 

13 21 32 

22 33 11 

31 12 23 

 

3 2 1 

2 1 3 

1 3 2 

 

2 1 3 

1 3 2 

3 2 1 

 

3 1 2 

2 3 1 

1 2 3 

 

1 2 3 

2 3 1 

3 1 2 
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 :هامجموعه 
 باشند: Sهایی از مجموعه متناهی  زیرمجموعه Bو   Aاگر  : 1نکته  

 
 

 باشند:  Sهایی از مجموعه متناهی  زیرمجموعه Cو   A  ،Bاگر    :2نکته 
 هستند، برابر است با:   Cیا   Bیا  Aتعداد عضوهایی که در  

A B C A B C A C A B B C A B C= + + − − − +
 

             
 ها وجود ندارند( برابر است با:  یک از مجموعههستند )در هیچ Cو نه در   Bو نه در   Aتعداد عضوهایی که نه در  

A B C A B C S A B C= = −
 

          

مجموعه  :  3نکته   S , , , ,n= 1 2  مفروض است:  3

پذیر هستند برابر است با:  بخش aکه بر   Sتعداد عضوهایی از  
n

a

 
 
 

 

پذیر هستند برابر است با:  بخش bو بر   aکه بر   Sتعداد عضوهایی از  
 

n

a, b

 
 
  

 

توجه:   a,b  ک.م.م دو عدد ،a  وb .است 

 نمودار  رابطه تعریف 

B هستند.   A یا   تعداد عضوهایی که در  
B A یا   )حداقل در یکی از مجموعههای  

 وجود دارند.( 
A B A B A B= + −  

 

A هستند ولی   تعداد عضوهایی که عضو  
A هستند.(  B نیستند. )فقط عضو    عضو  

A B A A B− = −  

 

B هستند ولی   تعداد عضوهایی که عضو  
B هستند.(  A نیستند. )فقط عضو    عضو  

B A B A B− = −  

 

فقط در یکی از  تعداد عضوهایی که 
  . ها هستندمجموعه

) B A یا فقط در    )فقط در  
A B B A− + −  

 

  B A و نه در   تعداد عضوهایی که نه در  
A و   هستند. )در هیچیک از مجموعههای  

B نیستند.(   
A B A B S A B= = −  

 

 B A و هم در   تعداد عضوهایی که هم در  
 هستند.

A B  
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بسکتبال بازی    نفر هم فوتبال، هم والیبال و هم   3کنند. اگر بدانیم نفر بسکتبال بازی می   9نفر والیبال و    11نفر فوتبال،    15نفری،    34در یک کلاس    مثال: 
 کنند؟ رشته بازی می   نفر فوتبال و بسکتبال بازی کنند، مشخص کنید چند نفر فقط در یک   3نفر والیبال و بسکتبال و    6نفر فوتبال و والیبال،    5کنند و  می 

 

F

V

B

=

=

=

15

11

9

 

 
 

کنند و نه والیبال به شرط  کنند. مشخص کنید چند نفر نه فوتبال بازی مینفر والیبال بازی می  14نفر فوتبال و    15نفری،    25در یک کلاس    مثال:
 کنند. نفر هم فوتبال و هم والیبال بازی می 9که بدانیم  آن

( )F V S F V= − = − + − =25 15 14 9 5 

nطوری که  به nمانند  چند عدد طبیعی  مثال: 1  وجود دارد که:  400
 پذیر باشند.بخش 7یا   5بر  الف(  

 

 

A n | n , n k A

B n | n , n k B

 
=    =  = = 

 

 
=    =  = = 

 

400
1 400 5 80

5

400
1 400 7 57

7

 

 A B n | n , n k A B

A B A B A B

 
=    =  = = 

 

 = + − = + − =

400
1 400 35 11

35

80 57 11 126

 

 پذیر نیست.  بخش 7پذیر است ولی بر  بخش 5بر   ب(

A B A B A A B = − = − = − =80 11 69 

 پذیر نباشند.(بخش 7و  5یک از اعداد  پذیر باشند. )بر هیچبخش 7و نه بر   5نه بر   پ(

( )A B S A B= − = − + − =400 80 57 11 274 

 پذیر باشند.  بخش 7یا   5فقط بر یکی از اعداد   ت(

( )A B B A A B A B A B A B− + − = − = + − = + − =2 80 57 2 11 115 

 حل نوشته شود( خودکار داده باشیم؟  )راه 1که به هر نفر حداقلخودکار متفاوت را بین سه نفر توزیع کرد به شرط آن4توان به چند طریق میمثال:  
 3عضوی به یک مجموعه  4تونن از ما تعداد توابع پوشا از یک مجموعهمیای هم میشه طرح کرد، یعنی به جای این سؤال  این سؤال رو جور دیگه

 عضوی رو بپرسن؛ بریم که حلش کنیم. 
 با استفاده از اصل شمول و عدم شمول: روش اول:  

( ) i i jA f : A B | f a b , i , , , , j , ,= →  = =1 2 3 4 1 2 3 

 

 

A a ,a ,a ,a

B b ,b ,b

=

=

1 2 3 4

1 2 3
 

A A A= = = =4
1 2 3 2 16                                                                S = =43 81 

A A A =1 2 3 0               A A A A A A= = = =4
1 2 1 3 2 3 1 1 

( ) ( )( )A A A S A A A = − = −  −  + =1 2 3 1 2 3 81 3 16 3 1 0 36 

 عضوی برابر است با:  3عضوی به یک مجموعه   4تعداد توابع پوشا از یک مجموعه   روش دوم:

( ) ( )nn n =
− + ⎯⎯⎯→ − + = − + =

4 4 43 3 2 3 3 3 2 3 81 48 3 36 

 نویسم!اگه همچین سؤالی مطرح شد من جای شما باشم هر دوتا روش رو می

F F V F B F B V

V F V V B F B V

B F B V B F B V

= − − + = − − + =

= − − + = − − + =

= − − + = − − + =

= + + =

15 5 3 3 10

11 5 6 3 3

9 3 6 3 3

10 3 3 16

ÏILU¼  ô£ 

ÏILÃ²H» ô£ 

ÏILT§vM ô£ 

¾T{n ¦ Ä nj ô£ 
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 مصحح شو:   17

n ( / )= =  =32 31 992  هاتعداد لانه  250

k k ( / )= + =  =1 3 2 250 

kn ( ) ( / )= + =  + =1 2 992 1 1985  تعداد کبوترها  50

 : اصل لانه کبوتری 

)لانه داشته باشیم    nکبوتر و    mاگر   )m n کبوتر در آن قرار    2ای وجود دارد که حداقل  صورت لانه ها قرار بگیرند، در این ، و همه کبوترها درون لانه

 گرفته است. 
 ثابت کنید در بین هر سه عدد طبیعی، حداقل دو عدد طبیعی وجود دارد که مجموعشان زوج است.  مثال:

 است.3و تعداد کبوترها  2ها برابرزوج باشد، هردو عدد یا باید زوج باشند و یا هردو فرد. بنابراین تعداد لانهکه مجموع دو عدد برای این
مجموعشان    ین سه عدد وجود دارد کهگیرد یعنی حداقل دو عدد طبیعی از بطبق اصل لانه کبوتری حداقل یک لانه وجود دارد که دو کبوتر در آن قرار می

 زوج خواهد شد. 

6نقطه درون یک مستطیل    13  مثال:   باشد.   8تر از  ها از هم، کم نقطه وجود دارند که فاصله آن   13نقطه از این    2قرار دارند، نشان دهید حداقل    8
 
 
 

 ها تعداد لانه12= 
 تعداد کبوترها 13= 

 
 
 

 گیرند پس:  در یک لانه جای می Bو   Aطبق اصل لانه کبوتری دو نقطه مانند  
AH

BH





2

2
AH BH AB AB +     2 2 28 8 8   

مجموعه اعداد    مثال: A , , , ,= 1 2 3 عضو است که مجموعشان برابر    2دارای    Aعضوی از    43را در نظر بگیرید. نشان دهید هر زیرمجموعه    84

 است.  85
=  تعداد کبوترها 43

, , , ,

, , , ,⎯⎯⎯→

1 84 2 83 3 82 42 43

kÃ¹ÃLM

=  ها تعداد لانه42

مجموعشان    گیرند وگاه طبق اصل لانه کبوتری حداقل دو عدد وجود دارد که در یک لانه جای میها را اشغال کنند، آنلانهچه قرار باشد کبوترها  چنان
 است.  85برابر  

 تعمیم اصل لانه کبوتری: 

)هرگاه   )kn )ای وجود دارد که حداقل  صورت لانهرار بگیرند، در اینلانه قnتر در  کبوتر یا بیش  1+ )k  کبوتر در آن قرار گرفته است.   1+

 شاخه گل قرار گرفته است؟  5شاخه گل را حداکثر در چند گلدان قرار دهیم تا اطمینان داشته باشیم گلدانی هست که در آن حداقل  54مثال: 
k k+ =  =1 5 4 

k
kn n n n

=  
+ = ⎯⎯⎯→ + =  =  = = 

 

4 53
1 54 4 1 54 4 53 13

4
 

 ها روز هفته و ماه تولدشان یکسان است.نفر از آن 7آموز مشغول به تحصیل باشند لااقل  دانش 505ثابت کنید اگر در یک دبیرستان حداقل  مثال:

=  تعداد کبوترها 505
n =  =7 12  ها تعداد لانه=تعداد روزهای هفته های سال تعداد ماه 84

 مطابق تعمیم اصل لانه کبوتری: 
n

kn k k k
=

= + ⎯⎯⎯→ = +  =  + =
841 505 84 1 6 1  تعداد کبوترها 7

 ن روز هفته و ماه تولدشان یکسان است.آموزانفر از دانش 7گیرند. یعنی حداقل کبوتر در آن قرار می  7ای وجود دارد که لااقل صورت لانهدر این
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 20 .موفق باشید 
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